Elementarna matematika 2

Rjesenja zadataka s vjezbi
Sedmi tjedan

Zadatak 1. Odredite omjer povrsine trokuta ABC'i trokuta razapetog njegovim tezisnicama.

RjesSenje. Povrsina trokuta je
1 ——
é\AB x AC).

Za tezignicu f; iz vrha B vrijedi ty = —AB + %Aif. Za tezignicu f, iz vrha C vrijedi
— 1—)
t.= — C+ 5AB.

Povrsina trokuta razapetog teziSnicama je onda
1 - —_ 33—
7I(-24B + AC) x (—2AC + AB)| = L|4B x ACY,

pa je omjer povrsina 1/2:3/4 =2: 3.
[

Zadatak 2. Tocka S nalazi se unutar trokuta ABC. Neka su P,, P, P. redom povrsine trokuta
SBC,SCA,SAB. Dokazite da vrijedi

P,-SA+P,-SB+P.-SC=0

Rjesenje. Kako su S—fl, SB baza zai{vninu, Vrij@)@ = aSA + BS—B). Tvrdimo da su a i 3
negativni. Naime, zapigimo aSA = SA’ i BSB = SB'. Tada je, po definiciji zbrajanja vektora,
SA'CB’ paralelogram, a kako je S unutar trokuta ABC, jedini na¢in na koji je to moguce je
ako su A’ i B’ sa suprotnih strana od S u odnosu na A i B, odnosno o < 0, 5 < 0.

Sada pomnozimo obje strane u SC = aSA + ﬂS_B> vektorski sa SB. Dobivamo SB x
SC = aSB x SA. Uzimanjem apsolutnih vrijednosti i koristenjem o < 0 te ¢injenice da
je vektorski produkt stranica jednak dvostrukoj povrSini trokuta po apsolutnoj vrijednosti,
dobivamo 2P, = —2aP.. Analogno je 2P, = —23P..

Uvrstavanjem SC sa _TI?S—B) + *Ifz 2SA u jednakost koju zelimo dokazati slijedi tvrdnja.

O

Zadatak 3. Neka su a1 i a3 nekolinearni Vektorl u prostoru. Ako za vektore bic vrijedi
ay xb—a1 ><01a2><b—a2><c dokazrcedajeb—c

RjeSenje. Vrijedi aj x (5— 0) = dy X (5— ¢) =0, pa je b — ¢ paralelan i s @ i s @, pa mora
biti jednak 0. O]

Zadatak 4. Dani su vektori v = (—2,2,1) i & = (2,1,0). Odredite
Tx (Ux (...(0xW))...)),
gdje se u gornjem izrazu znak x pojavljuje 2024 puta.
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RjeSenje. Norma vektora ¢ je 3, a norma od ¥ x @ je 4/5, pa je norma rezultata jednaka
32023 . \/41. Preostaje odrediti smjer i orijentaciju rezultata. Neka je Z = ¥ x . Tada ¥, Z'i
U x Z ¢ine pozitivno orijentiranu ortogonalnu bazu, pa je U x (¢’ x Z) jednak —cZ za neki ¢ > 0.
Gledajué¢i samo smjer i orijentaciju (ignoriramo normu), dobivamo da nakon jednog mnoZenja
imamo 2, nakon dva mnoZenja ¢ x Z, nakon tri mnoZenja —Zz, nakon ¢etiri mnoZenja —v X Z2,
nakon pet mnoZenja 2, i sve se ponavlja s periodom 4. Nakon 2024 mnoZenja dobivamo smjer
od -7 x 2.

Preostaje izracunati 21 ¥ x Z. Imamo 2 = ¢ x @ = (—1,2,—6), ¥ x 2 = (—14,—13, -2),
pa je smjer trazenog vektora jednak (14,13,2). Kad to normiramo i pomnozimo s 32023 . \/41,
dobivamo rezultat. O]

Zadatak 5. Dokazite da plosne dijagonale paralelepipeda koje izlaze iz jednog vrha razapinju
paralelepiped dvostruko veceg volumena.

Rjesenje. Neka su a, b ¢ vektori koji razapinju paralelepiped. Vektori plosnih dijagonala su
onda a + b b+ ¢, ¢+ d. Sada stavimo vektore @ + b b+ ¢, ¢+ a kao retke matrice i ra¢unamo

a+b a+b a+b a
det [@+¢|=det|c—b|=det|c—b|=det | -b],
b+ ¢ b+ ¢ 28 2¢
a
Sto je po alsolutnoj vrijednosti dvostruko veée od det | b |, pa tvrdnja slijedi. O
¢

Zadatak 6. Odredite volumen tetraedra ABCD, ako znate da vektori A—B)7 A—C'), AD u nekoj
ortonormiranoj bazi redom imaju prikaz (1,1, 1), (1,2,3), (1,4,9).

Rjesenje. Volumen tetraedra je %Bh, gdje je B povrsina baze, a h duljina visine. To je 1/3
volumena prizme ¢ija baza je trokut BC'D i ¢&ji jedan vrh izvan te baze je A. To je pak 1/2
volumena paralelepipeda cija je baza paralelogram sastavljen od dvije kopije trokuta BC'D i
kojem je A jedan od vrhova. Zaklju¢ujemo da je volumen jednak % volumena paralelepipeda

razapetog vektorima A75’, AC .ﬂ)), odnosno
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Zadatak 7. Zadani su vektori @ = (1,1,2),b = (1,2,1), @ = (2,1,1). Za z,y > 0 za koje je
r +y = 1, oznafimo s V (z,y) volumen paralelepipeda razapetog vektorima xa + yb zb + ye,
xC + yd. Odredlte najveéu i najmanju vrijednost koju moze poprimiti V(z,y).

Rjesenje. Imamo zd@ + yb = (x+y,x+2y,2x+y), zb+yé = (x+2y,2x+y,x+y), 2C+yd =
(2x + y,x + y,x + 2y). Volumen paralelepipeda je jednak apsolutnoj vrijednosti determinante
matrice ¢iji retci su pripadni vektori. Drugim rije¢ima,

rT+y x+2y 20r+vy 1 l+y 1+
V(r,y)=det |z+2y 224+y x+y |=det|1+y 1+ 1
2x+y r+y x+2 1+ 1 1+y

Koristenjem y = 1 — x, dobivamo funkciju jedne varijable (polinom stupnja 3) kojoj treba
na¢i minimum i maksimum na segmentu [0, 1]. Deriviranjem se dobiva da funkcija postize
maksimum za x = y = 1/2, a minimum za x = 0,y = 1 ili y = 0,2 = 1. (Ovdje nedostaje nesto
argumenata, ali geometrijski dio zadatka je tu).
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